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Si, linfinito e necessario. Le serie di Goodstein crescono fino a dimensioni enormi...
per poi diminuire fino ad azzerarsi. Per dimostrare questa proprieta paradossale é
inevitabile convocare !’infinito sulla scena.

I numeri interi sono oggetti finiti. Ci si potrebbe aspettare che tutte le loro proprieta
siano dimostrabili senza far ricorso al concetto di infinito. Errore. Solo I’infinito
permette di dimostrare il teorema di Goodstein, che si applica alle serie inventate da
Reuben Louis Goodstein, gli elementi delle quali sono appunto numeri interi. Per
comprendere questo paradosso, vediamo come si costruiscono le serie di Goodstein. A
questo scopo definiamo prima lo sviluppo di un intero a base p e poi a base p iterata.
Abitualmente i numeri interi si scrivono nel sistema decimale, componendo un intero in
una somma di potenze di 10, ciascuna moltiplicata per interi compresi tra 0 ¢ 9. Cosi
I’intero 266 in base 10 corrisponde alla scomposizione 266 = 10> x 2 + 10" x 6 + 10° x
6 (per definizione a' & a e a® ¢ 1). Ma si possono usare anche altre basi. I Babilonesi
utilizzavano la base 60, pratica per i suoi numerosi divisori. I computer eseguono i
calcoli in base 2. L’intero che si scrive 266 in base 10, si scompone in potenze di 2 in
questo modo: 266 =256 + 8 + 2, cio¢ 2° + 2° + 2'. Facendo figurare tutte le potenze di 2
(comprese quelle moltiplicate per 0) si ottiene: 2° x 1+2"x 0+2°x 0+2° x 0+ 2% x 0
+2°x 1+2*x0+2" x 1 +2°x 0. La corrispondente scrittura posizionale di 266 in
base 2 ¢: 100001010.

Lo sviluppo in base p iterata ¢ della stessa natura. In questo caso si scrivono anche
gli esponenti in base p. poi gli esponenti degli esponenti, eccetera. Per esempio, per
ottenere lo sviluppo in base 2 iterata di 266, cominciamo con lo scrivere lo sviluppo in
base 2:

266=2%+2+2".

Poi continuiamo scrivendo gli esponenti in base 2. Otteniamo:
3 1
266=2" + 2 "'+ 2'e poi
1
2+1 1

266 =2° + 2271+ 2' che ¢ lo sviluppo in base iterata di 266. Per ogni intero p

piu grande di 2, lo sviluppo in base p iterata ¢ costruito allo stesso modo. In ogni caso si

tratta di un’espressione in cui compaiono le operazioni: addizione, moltiplicazione per
interi piu piccoli di p, elevazione alla potenza p.

La dilatazione degli interi

Per costruire le serie di Goodstein, definiamo 1’operazione, chiamata dilatazione e
designata d, (dove p € un intero almeno uguale a 2), che si effettua a partire da un intero
n qualunque: si scrive n in base p iterata, poi si sostituisce p con p+1. Per esempio. 2* &
sostituito da 3°.

Dilatiamo I’intero 266. Omettendo gli esponenti 1, 266 si scrive

2+1

22 +2*1 42 1 dilatato d»(266) di 266 si ottiene sostituendo 2 con 3, cioé

scrivendo



3+1

3% 4374+ 3= 3% 484 la cui scrittura in base 10 necessita di 38 cifre (=
4.43.10°®). Sostituire “p potenza” con “p+1 potenza” genera un numero piu grande, o
per meglio dire “molto” piu grande (detto eufemisticamente) del numero iniziale.

Utilizzando questi strumenti, definiamo ora le serie di Goodstein g,(n). Una tale
successione si costruisce a partire da un intero qualunque », che noi chiamiamo “seme”.
La regola ¢ la seguente: poniamo g;(n) = n, poi calcoliamo g»(n) dilatando g;(n) per
mezzo dell’operazione d, e sottraendo 1 dal risultato, e cosi di seguito, utilizzando la
formula ricorsiva: g,(n) = d,(g,-1(n)) — 1.

Per es. per il seme n = 266 troviamo g;(266) = 266, poi g2(266) = d,(266) —1 =

2+1
2> +22"+2)-1=
3+1
(3 +3°"+3)— 1. Come abbiamo visto questo numero ha 38 cifre in base 10. Il
termine seguente g; ¢ uguale a d;(g,(266)) —1, cioe

3+1
dy((3° +3"+2)-1=
4+1

4" +4""+ 1, un numero di 616 cifre in base 10.

Perché sottrarre 1 ogni volta? Le dilatazioni producono numeri talmente grandi che il
fattore —1 non sembra a priori influire molto sul risultato. Tuttavia, € proprio questo
numero a svolgere un ruolo determinante nelle serie di Goodstein, generando fenomeni
strani.

Riprendiamo la serie di Goodstein di seme 266. Avevamo calcolato g3(266) =

4+1
4% +4*" 4+ 1. Proseguiamo calcolando g4(266) = da(g3(266)) — 1 =

4+1
dy( (4" +4"'+1-1=
5+1

5°  +5°"1 che ha circa 10000 cifre in base 10. Inutile andare oltre. Questa serie
sembra andare rapidamente all’infinito, come lo farebbe ogni serie di Goodstein
generata da altro seme.

Ma un teorema, dimostrato da Goodstein nel 1944, afferma: “Quale che sia il seme di
partenza n, la serie di Goodstein di seme 7 alla fine raggiunge il valore 0”. Questo
fenomeno paradossale deriva senza dubbio dalla presenza del termine —1. Per quanto
microscopico, finisce per “rosicchiare” la crescita della serie, al punto da far decrescere
la serie fino a far raggiungere il valore 0 dopo un numero finito di iterazioni.

Difficile da credere? Andiamo allora a dimostrare questo risultato. Calcoliamo gp
per 1 primi semi. Nel caso del seme 2 troviamo:

g1(2) =2,
2(2)=h2)-1=3-1=2,
232)=ds(zg(2)-1=1¢
2(2)=1-1=0.

Il risultato ¢ 1i, ma non si puo dire molto convincente, dato che il seme ¢ cosi piccolo
che nessun effettivo elevamento a potenza figura nello sviluppo. Il caso del seme 3 non
¢ molto piu appassionante. Per la stessa ragione le dilatazioni non entrano veramente in
azione e si arriva tranquillamente a ge(3) = 0. In compenso il caso del seme 4 guadagna
in interesse e... diventa piu complicato. La serie raggiunge in effetti il valore 0 ma dopo
un numero di tappe gigantesco (si veda il box). Nel caso del seme 5, e a fortiori dei semi



seguenti, le dimostrazioni sembrano fuori portata, poiché il numero dei passi aumenta
enormemente con il valore del seme. E dunque impossibile dimostrare il teorema di
Goodstein?

Serie di Goodstein di seme 4

Calcoliamo la serie di Goodstein di seme 4. Si trova
8.4)=4,8,6)=d,()-1=d,2)-1=33-1=26.
g,(4) dugualead,(29) - 1,0ssiad (32 x2 +3x2 +2) -
1=(42X2+4X2+2)-1=41.

Continuiamo: g,(4) = d4(41) -1=d, (42 x2+4x2+1)
-1=(52X2+5X2+1) —-1=60.
g5(4)=d5(6o)‘1=d5(52x2+5x2)—1=62><2+6><2)

-1=83. 5). In questo caso, a,,,=a, b,,=b,-1ec,, =p.ll

Quale che sia p, g,(4) ha sempre uno sviluppo in  coefficiente b diminuisce solamente quandocéugua- |.. |..
basep +1diforma(p+1)2xa,+(p+1)xb,+c,cona, leao,ilcherichiede sempre pil tempo perché criap- |10 |(2,1,0)
<2, b,<p e c,<p. Dimostriamo questa formula, utile  paia con il valore p, sempre pii grande. 1 |(2,0,1)
per provare che la serie di seme 4 raggiunge lo o. La Terzocaso: b,=0ec,#0,comein(a,,b,,c, )=, |12 (, 0, 10)
formula & vera perg,(4) =26 =3x2+3x2+2.Qui,si 0, 0). Allliterazione successiva, sihaa,,,=a,~1,b,,= |~ |
haa,=2,b,=2ec,=2,chescriviamo (2,2, 2). Lafor-  p,c,,,=p,comein(a,,,b,, c,) = (1,23, 23). Inseguito, |22 (2,0,0) )
mula & conservata quando passiamo dag,(4) ag,.,(4), siottiene (1, 0, 0) per p=3 x 277 - 2. Di conseguenza a 23 1 0.23,25
come mostra lo studio di casi differenti. L’evoluzione  diviene nullo e le espressioni prendono la forma (p + 46 (1 50}
dia, b e cé simile al conto alla rovescia di un orologio 1) X bp +¢,. In seguito si ottiene (0, 1, 0), cioé gp(4) =p |4 (1: 22', 47)
nel quale a rappresenta le ore, bi minuti e cisecondi;  +1, perp =3x 2% x 232”2 — 1; finalmente, siraggiun- | ,8 | (3, 22, 46)
tuttavia 'orologio, «psicologicamente labile», non fun-  ge (o, 0, 0), ossia gp(z,) =operp=3x2w3eT1_3 |
ziona pill in base 12, main una base p che aumenta! cioé p = 3 x 2402653211 — 5 yn intero la cui scrittura in

Primo caso: ¢, #0. La presenza del termine —1fadi-  base 10 ha circa 130 milioni di cifre.

minuire ¢ e lascia invariati a e b. Per esempio, si trova
@,b,,¢c)=(2272,@,b,c)=(221.
Sihaalloraa,,,=a,b,.,=b, ¢,,=¢,~ 1.
Secondo caso: ¢,=0eb,=0,comein @,b,c)=
(2, 2, 0). Allora, all’iterazione successiva, b diminuisce
di un’unita e c riappare con un valore uguale alla base
diminuita di 1, vale a dire p. Si ottiene (as, b, cs) =(2,1,

No, esiste una dimostrazione valida per ogni n, ma richiede di uscire dall’ambito

dell’aritmetica ordinaria (o dei numeri finiti) e di fare ricorso a un’altra aritmetica:
I’aritmetica transfinita degli ordinali. Come si vede nel box seguente,




Gli ordinali transfiniti

La serie degli ordinali transfiniti prolunga la serie degli
interi finiti 0 < 1 <2 < 3 < ... Essa si costruisce rispettando
la proprieta seguente, detta del buon ordine: “In qualunque
insieme di ordinali non vuoto, esiste un ordinale che ¢ il piu
piccolo di tutti”. Questa proprieta ¢ vera per i numeri interi,
ma non vale per i numeri reali. Consideriamo, per es.,
I’insieme dei numeri “strettamente compresi tra 0 e 5. 11
piu piccolo intero che possiede questa proprieta € 1, ma
qual ¢ il piu piccolo tra i numeri reali? 0,0001? No,

0,00001 ¢ minore di 0, 0001. E cosi via. Non esiste il “piu
piccolo” numero reale che verifica la proprieta del buon
ordine.

Consideriamo ora I’insieme degli ordinali transfiniti, vale a
dire quelli che sono piu grandi di tutti i numeri interi. In
questo insieme, come in tutti gli insiemi di ordinali, esiste
dunque un piu piccolo ordinale, detto w. Si ha allora 0 < 1
<2<3 ...<wo.

Allo stesso modo esiste un piu piccolo ordinale che sia piu
grande di w. Siscrive w + 1 e corrisponde a0, <1 <2 <3 <
...<w<m+ 1, seguitada o + 2, w + 3. Eccetera fino al
piu piccolo ordinale che sia piu grande di tutti gli o + 7.
Quest’ultimo ¢ scritto w + w o anche w x 2.
Vengonopoiwx2+1,wx2+2, wx3ewxn Oltre c’e
w x m, che si scrive . Poi ancora (Jo3, L, e
molto piu lontano m”, eccetera. La costruzione continua
senza fine. Per proseguire occorrerebbe introdurre nuove
operazioni al di la dell’elevamento a potenza.

— T -} Z -

P+ 1

OXO= 02

e

OX2+m=mXx3

Ox2+1
W+O=mwx2
o+2

w+1

®

3
2
1

gli ordinali sono un prolungamento della serie degli interi naturali. Furono introdotti

alla fine del XIX secolo dal matematico tedesco Georg Cantor

Goodstein: la prova per mezzo dell’infinito

La dilatazione fa ingrandire la rana. La superdilatazione trasforma la rana in bue. Il
bue Gy, ottenuto in seguito alla superdilatazione D», ¢ identico a quello ottenuto dopo la
dilatazione d,, seguita dalla superdilatazione Ds. Si taglia un arto alla rana dilatata
d>(g;).La rana g; ¢ quindi piu piccola della rana indenne d»(g;). Dato che le
superdilatazioni conservano 1’ordine, il bue G, ¢ piu piccolo del bue G;. Come nella
favola, la rana ha un bel da fare a diventare piu grande. Alla fine non ne rimarra nulla.
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Essi comprendono gli interi e, oltre ad essi, gli ordinali infiniti, chiamati anche
“transfiniti”, cio¢ * al di la del finito”.

Due punti sono importanti per la dimostrazione del teorema di Goodstein:

a) gli ordinali transfiniti sono dotati di un’aritmetica simile a quella degli interi (le
quattro operazioni di base);

b) ogni serie decrescente raggiunge il valore 0 dopo un numero finito di passi.

Serie decrescenti di ordinali

Costruiamo una serie strettamente decrescente a partire da un intero, anche molto
grande, diciamo 10°. Arriveremo allora necessariamente allo 0 dopo 10° passi al pii. In
compenso, dato che vi € un’infinita di interi sotto w, potremmo pensare che, partendo da
. Sia possibile scendere un’infinita di volte, prima di toccare lo 0. Non ¢ cosi. Infatti,
se costruiamo una serie strettamente decrescente partendo da a; = w, occorre scegliere
per o, un ordinale strettamente piu piccolo di w, vale a dire un intero finito. Se
scegliamo o, = 12, raggiungiamo lo 0 al pitt dopo 12 passi. Se scegliessimo o, = 10°,
potremmo dover scendere per 10° gradini, prima di raggiungere il piano terra, lo 0, ma
si tratterebbe pur sempre di un numero finito di passi. Cosi, a differenza del caso in cui
partiamo da un intero, ¢ impossibile definire un limite alla lunghezza di una serie
strettamente decrescente da w a 0. Esistono serie lunghe a piacere, ma tutte finite.

Il ragionamento ¢ lo stesso partendo da ordinali transfiniti piu grandi. Cosi, se
partiamo da a; = w’, dobbiamo scegliere o, strettamente pit piccolo, il che ci obbliga a
un salto infinito. Un tale o, ¢ della forma w x p + ¢, dove p e ¢ sono interi. Da i,
considerando il caso peggiore, tutt’al piu g passi conducono a w x p. Alla passo
successivo arriviamo a un ordinale della forma w x (p —1) + ¢. E cosi di seguito. Dopo
aver effettuato al piu p salti dello stesso tipo si arriva agli interi, quindi allo 0. Tutte le
serie strettamente decrescenti di ordinali arrivano allo 0 in un numero finito di passi.
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La superdilatazione dei transfiniti

I1 teorema di Goodstein si dimostra come segue. Introduciamo per ogni intero p la
“superdilatazione” D,, definita come d,, a parte il fatto che, invece di sostituire p con
p+1 nello sviluppo in base iterata, p ¢ sostituito dall’ordinale transfinito w. Cosi la
relazione

2+1
266=2° +2""'+2 comporta
wtl
D,(266)=w® + """ + w da confrontarsi con

3+1
dy(266)=3" +3"+3

Esaminiamo ora una proprieta della superdilatazione. Applicare D, equivale ad
applicare d, e poi D,+1, quale che sia il numero di partenza. In effetti, nel caso della
superdilatazione diretta D, si sviluppa il numero iniziale in base p iterata, poi si
sostituisce ogni p con w. Nel caso della superdilatazione indiretta (d, seguita da D) si
dilata per prima cosa il numero, cio¢ lo si sviluppa in base p iterata e si sostituiscono le
p con p+1, poi interviene la superdilatazione, sostituendo le p+1 con w. Il risultato
finale ¢ lo stesso. Verifichiamolo prendendo il 4 come seme di partenza e con p = 2. La
superdilatazione calcolata direttamente da D,(4) = o, poiché si sostituisce il 2 con .
La superdilatazione indiretta conduce a d,(4) =3°, poi a D3(d2(4)) = D3(3°) = 0°,
sostituendo il 3 con .

Un’altra proprieta della superdilatazione, determinante per dimostrare il teorema di
Goodstein, ¢ che le D, sono funzioni crescenti di n per ogni p. Per esempio D,(4) ¢
superiore a D,(2); analogamente D3(4) ¢ superiore a D3(2), ecc.

La superserie di Goodstein

Dopo le superdilatazioni definiamo le serie ordinali G, una sorta di superserie di
Goodstein. L’elemento G,(n) ¢ I’ordinale D,1(g,(n)). Vediamone alcuni esempi
cominciando dal seme 2.

G1(2) = D2(g1(2)) = D2(2) = w;

G2(2) = D3(2(2)) = D3(d2(g1(2)) — 1) = D3(dx(2) -1) = D3(3 -1) = 2.

Per il seme 4 si trova:

Gi1(4) = Dy(gi(4)) = Da(4) = Dy(2°) = ",

Ga(4) = D3(g2(4)) = D3(dx(g1(4)) — 1) = D3(da(2%) — 1) = D5(3* — 1) = D3(26) =

Dy(3*x2+3x2+2)=w' x2+wx2+2.

In questi esempi si ha G1(2) > G2(2) e G1(4) > G(4). Lo schema illustrato con rane e
mucche generalizza questo risultato, mostrando che gli ordinali G,(n) formano una



serie strettamente decrescente con p per ogni seme 7. Allora una tale serie raggiunge lo
0 in un numero finito di passi. Dato che G,(n) non puo valere 0 a meno che g,(n) non
valga 0, anche g,(n) raggiunge lo 0 in un numero finito di passi. Termina cosi la
dimostrazione del teorema di Goodstein.

Ercole contro I’idra

Il combattimento di Ercole contro I’idra rappresenta, come il teorema di Goodstein,
un esempio di proprieta che mette in gioco gli interi. Ma non si puo dimostrare senza
utilizzare I’infinito. Ercole deve sconfiggere 1’idra, ma ogni volta che ne taglia una
testa, ne spuntano di nuove!

Le regole del combattimento sono le seguenti: Ercole taglia una sola testa a ogni
colpo. Se taglia una testa connessa direttamente al corpo, allora I’insieme delle teste
situate a lato della testa tagliata, vale a dire “a valle” della biforcazione comune, si
riproduce in n nuovi esemplari, se Ercole porta a segno il suo n-esimo colpo. Il numero
delle teste dell’idra sembra tendere irrimediabilmente all’infinito. Nonostante ci0 un
teorema enuncia che, quale che sia la forma iniziale dell’idra e quale che sia la strategia
di Ercole, I’eroe finira sempre per uccidere il mostro, tagliandone tutte le teste. Come il
teorema di Goodstein, il teorema dell’idra si dimostra utilizzando gli ordinali transfiniti.
Kilby e Paris hanno (meta)dimostrato che esso non puo essere dimostrato nel sistema
ricorsivo di Peano, vale a dire senza utilizzare 1’infinito.



PRIMO TAGLIO

In marrone, la parte
eccitata dal colpo.
Questa parte viene
duplicata.

SECONDO TAGLIO

In marrone, la parte
eccitata dal secondo
colpo. Questa parte viene
aggiunta due volte.

TERZO TAGLIO

In marrone, la parte
eccitata dal terzo colpo.
La parte eccitata viene
aggiunta tre volte. Se si
taglia la testa blu
connessa direttamente
conil corpo dell’ldra,
questa non ricresce.

Verranno tagliate
tutte le teste dell’ldra?
Si, e questo risultato
si dimostra

grazie agli ordinali.

L’infinito e indispensabile?

Il teorema di Goodstein ¢ una proprieta aritmetica. Mette in gioco esclusivamente 1
numeri interi e le quatgtro operazioni elementari (somma, sottrazione, moltiplicazione,
divisione), ma la dimostrazione appena data utilizza oggetti infiniti: i nuymeri ordinali
transfiniti. Ne esiste forse un’altra che possa fare a meno dell’infinito?

In generale, la dimostrazione di un teorema non utilizza sempre e solo gli strumenti
con cui il teorema ¢ formulato. Molti risultati aritmetici vengono dimostrati grazie
all’analisi, vale a dire i numeri reali e le loro funzioni. Cio ha dato origine alla teoria
analitica dei numeri, cosi chiamata per differenziarla dalla teoria algebrica dei numeri,
che utilizza solo interi. Ora, un numero reale veramente “qualsiasi” non ¢ espresso né¢ da
frazioni né da radici n-esime di equazioni algebriche, ma ¢ un oggetto numerico, il cui
sviluppo in una base qualsiasi possiede una sequenza infinita di cifre dopo la virgola. In
generale i numeri reali sono scritture infinite. Quando una dimostrazione di aritmetica
utilizza 1 numeri reali, introduce una certa forma di infinito, addirittura superiore
all’infinito numerico. E vero che potrebbe esistere un’altra dimostrazione, alternativa a



quella analitica, basata solo sugli interi e le loro quattro operazioni, ma di solito ¢ assai
difficile da trovare. Per esempio, la celebre congettura di Gauss (1800) sulla
distribuzione logaritmica dei numeri primi, fu dimostrata con 1’ausilio nei numeri
complessi da J. Hadamard e C. de la Vallée-Poussin nel 1896. Ma solo 50 anni dopo fu
dimostrata per via aritmetica elementare da Selberg e Erdos, con una dimostrazione
d’altronde assai piu complessa di quella originale.

Precisiamo che cosa si intende per operazione aritmetica. Le proprieta di base
dell’aritmetica sono descritte dal sistema di assiomi proposto alla fine del XIX secolo
dal matematico torinese, morto nel 1932. Tutte le proprieta di base degli interi possono
essere dimostrate nel sistema di Peano per ricorsivita. Si dimostra, cio€, che la proprieta
vale per lo 0 e che, se vale per n, vale anche per n+1. La ricorsivita garantisce che una
proprieta valga per tutti gli interi. (Perché?) Certamente, tutte le dimostrazioni contenute
in u n libro diu aritmetica non sono ricorsive, ma possono sempre ridotte a ricorsive in
linea di principio.

Teorema di Kirby e Paris.

Allora, con un po’ di astuzia potremmo dimostrare ricorsivamente anche il teorema
di Goodstein, senza ricorrere all’infinito? La risposta ¢ no. Un teorema, dimostrato nel
1981 da Laurence Kirby e Jeffrey Paris, basato su un metodo che quest’ultimo aveva
messo a punto nel 1978 insieme a Leo Harrington, afferma che, quale che sia la nostra
capacita di immaginazione, non potremo mai dimostrare il teorema di Goodstein
ricorsivamente, utilizzando solo 1 numeri interi e le quattro operazioni elementari.
Questo notevole risultato (di difficile dimostrazione!) costituisce la specificita del
teorema di Goodstein. In modo piu preciso il teorema di Kirby e Paris afferma che la
funzione che associa a ciascun seme n I’intero p, per il quale g,(n) si annulla, ¢ una
funzione che assume valori talmente grandi, da superare qualsiasi funzione di cui si
possa dimostrare 1’esistenza ricorsivamente.

Dal momento che utilizza I’ordinale w, oggetto infinito, la dimostrazione del teorema
di Goodstein non ¢ una prova ricorsiva. Notiamo che ¢ sufficiente aggiungere al sistema
di Peano I’assioma di esistenza di un oggetto infinito per ottenere senz’altro tutta
I’aritmetica degli ordinali transfiniti, utilizzata nella prova di Goodstein. Dal punto di
vista delle ipotesi logiche soggiacenti, cio pone il teorema di Goodstein appena sopra
all’aritmetica di Peano. Questa aggiunta rappresenta esattamente lo scarto tra 1’infinito
potenziale dell’aritmetica, dove la ricorsivita garantisce 1’esistenza di una serie senza
fine di interi finiti, e ’infinito attuale dell’aritmetica transfinita, dove esiste un oggetto
infinito.

... e Godel

Esiste uno stretto rapporto tra cid che precede e i celebri teoremi di incompletezza,
dimostrati da Kurt Godel nel 1931. Il primo teorema di incompletezza afferma che
esiste una proprieta aritmetica che ¢ vera, ma che non puo essere dimostrata
ricorsivamente. Il teorema non da pero alcun esempio esplicito di una proprieta siffatta.

I1 secondo teorema di incompletezza coma la lacuna, fornendo un esempio. Si tratta
della coerenza dell’aritmetica, ciog¢ il fatto, codificato nel linguaggio dell’aritmetica, che
il principio di ricorsivita non sia in contraddizione con se stesso. Questo risultato, assai
notevole, continua ad affascinare anche a distanza di molti anni. Tuttavia, dal punto di
vista dell’aritmetica, lascia alquanto insoddisfatti. Infatti, “la proprieta che nel
linguaggio dell’aritmetica codifica la non contraddittorieta del principio di ricorsivita”



manca di chiarezza. Non corrisponde esattamente a cio che un artimetico ¢ solito
chiamare una proprieta aritmetica. ..

Ci sono voluti 50 anni per trovare proprieta aritmetiche “comuni” non dimostrabili
ricorsivamente. Il primo esempio ¢ stato una proprieta combinatoria, interna alla teoria
di Ramsey, isolata dai suddetti Paris e Harrington nel 1978, seguita a qualche anno di
distanza dal teorema di Goodstein. Bisognera attendere 1 nostri giorni per avere
I’esempio piu semplice di una proprieta dimostrabile con I’aiuto dell’infinito, ma che si
dimostra che non ¢ dimostrabile ricorsivamente.

In un certo senso, tale risultato costituisce un argomento potente a favore del ricorso
all’infinito nella pratica matematica, dato che dimostra come certe proprieta, che pure
mettono in gioco esclusivamente oggetti finiti, come 1 numeri interi, non si possono
dimostrare senza ricorrere all’infinito. Sarebbe sbagliato, quindi, privarsi di una tale
possibilita. D’altro canto, I’esempio del seme 4 mostra che il teorema di Goodstein
mette in gioco interi giganteschi, molto piu grandi del numero di nucleoni dell’universo.
Possiamo anche interrogarci sull’uso di tali interi esotici e sul loro rapporto con gli
interi “di tutti 1 giorni”... rapporto impensabile senza convocare 1’infinito attuale.

(torna alla home)




